1. U zavisnosti od parametra a i b diskutovati sistem jednacina a(a — 1)z +y + (a + u = 1
ala—Dzr+(a—Ny+z2z+2a—2)u=>b+1, (a—2)y+(a+1)z+ (2a—4)u=>b+2. ReSenje:

ala—1)x +y +a+1u =1 ala—1)x +y +(a+1)u =1
ala—1)z +(a—1)y +z +(2a—2)u =b+1 (a—2)y +z  +(a—3)u =b
(a—2)y +(a+1)z +2a—4Hu =b+2 (a—2)y +(a+1)z +(2a—4)u =b+2
ala — 1) +y Ha+lu =1 I a#0ANa#1Na#2 = j:ednostruko neodredjen
(a—2)y +2 +a—3u =b II a=0Va=2 = jednostruko neodrédjen
a0z +(a—1)u =2 III a=1Ab=1 = dvostruko neodredjen
IV a=1Ab#1 = kontradiktoran
2. U zavisnosti od parametra a i b diskutovati sistem jednacina
(a —3)r +ay +3z —u =0 (a—3)r +ay +3z —u =0
(a —3)x +(—a+3)z +u =0 & —ay —az +2u =0 &=
(a —3)x +a—2)u =0 —ay —3z +(a—1)u =0
I a#0Aa—3#0 = sistem je jednostruko neodredjen,
IT (a =3 A b=0) = sistem je dvostruko neodredjen i skup
(a—3)z +ay +32 —u=0 resenja je {(z,—z,2,0)|z,z € R},

—ay —az +2u =0 |1IT (a = 3 A b # 0) = sistem je kontradiktoran,
(@a=3)z +(@a=3)u=0b|TV q =0 = sistem je jednostruko neodredjen i skup resenja

je {<_§7ya_gao)‘y€R}a

3. U zavisnosti od parametara a, b i ¢ diskutovati sistem jednacina
—z+(a—2)y+az+(a+1)u=1 ar+(a—2)y+az—u=>b ar+(a—2)y—z+au=c.  ReSenje:

—z +(a—2)y +az +(a+lu = 1| —z +(a—2)y +az +a+1u = 1
ar +(a—2)y +az —u = b (a+1)(a—2)y +ala+1)z +(@®+a—1)u = a+b
ar +(a—2)y —=z +au = ¢ (a+1)(a—2)y +(a—1)(a+1)z +a(la+2)u = a+c
. Ha—2)y s Fat+u = 1 iI a i—ll/\ a # ij}{&}dnos’giko neodredjen
(a—2)a+1)y +ala+1)z +@+a—1u = a+b a = —1 A ¢ # b kontradiktoran
IIT a = —1 A ¢ = b dvostruko neodredjen.
—(a+1)z +a+lDu = c=b

IV a = 2 jednostruko neodredjen

4. Datisu vektoria = (1,-2,2,4), b=(2,-4,6,0),c=(—4,8,—10,-8),d = (3,—6,9,0),e = (—3,2,—10,5).
a) Odrediti dimenziju prostora V' generisanog skupom vektora A = {a, b, c,d, e}. b) Nadi linearnu zavisnost
skupa vektora A. ¢) Napisati sve podskupove skupa A koji su baze vektorskog prostora V. ReSenje:

(xx) aa +0b  +yc +dd +ee =0 & Uvrs¢éavanjem ovih vrednosti «, 3, u jednakost
a +20 -4y 435 -3¢ =0 a =2y (%) i uzimanjem 7y = 1AJd=0i7y=0Ad =1
& —2a —48 48y —65 +2¢ =0 & [=v-—35|dobijase2a+b+c=0A—2b+d=0,tj. b=3d
20 +68 =10y +96 —10e =0 e=0 ia= —%c — %d, Sto znaci da su a i b nepotrebni u
4o —8~ +5¢ =0 generisanju prostora V pa je {c,d, e} baza od V.
dim V' = 3 i samo tro¢lani podskupovi skupa A su baze prostora V' i to samo oni ¢ija
2 +b +c = 0 |linearna kombinacija moze biti jednaka svakom od preostala dva vektora skupa A.
—3b +2d =0 |To su samo podskupovi {a,b, e}, {a,c, e}, {a,d, e}, {b,c,e}, i{c,d,e}. Zboge =0

vektor e se nalazi u svakom podskupu skupa A koji je baza prostora V.

5. Sve linearne zavisnosti skupa vektora A = {a,b,c,d, e, f} date su sa slede¢im jednakostima:
a + 2b + 3¢ + d + 4e + 7f = 0 kao i njihovim linearnim kombinacijama. Nadéi sve
4a 4+ 5b + 6¢c + 2d + be + 8f = 0 podskupove datog skupa vektora koji su baze vektorskog
7Ta + 8 4+ 9¢ + 3d + 6e + 9f = 0, prostora generisanog skupom vektora A.

a + 20 + 3¢ + d + 4de + Tf =0

ResSenje Dati sistem jednacina je ekvivalentan sa 3b — G — 2 — 1le — 20f = 0.



Odavde je ocevidno da {c,d, e, f} jeste generatoran skup i da bilo koja linearna kombinacija datih jednakosti
sadrzi bar jedan od vektora a,b. Nijedan podskup skupa {c,d,e, f} nije generatoran, jer bi, u protivnom
dobili jednakost koja je linearna kombinacija datih jednakosti, a ne sadrzi ni @ ni b. Znaci {c,d, e, f} je min-
imalni skup generatora, tj. baza. Na isti na¢in dobijamo da su baze jos i: {a,b,c,d}, {a,b,c,e}, {a,b,c, f},
{a,b,d,e}, {a,b,d, f},{a,c,d, e}, {a,c,d, [}, {a,c,e, f},{a,d e, [}, {b,c,d, e}, {bc,d, f}, {bc e f},{bd e, f}.
Znaci jedini éetvoroclani podskup skupa {a, b, ¢, d, e, f } koji nije baza je {a, b, e, f}. 1li jednostavnije, {a, ¢, d, f}

j6este baza jer sistem po nepoznatama b i e ima za determinantu _; _111 = —10 koja je razli¢ita od nule.
Neka je V' vektorski prostor generisan sa skupom vektora 3a +3b —c +4d +9e¢ —2f =0
A ={a,b,c,d,e, f,g}. Naéi bar 2 potskupa skupa A koji su —a —3b +c¢ —2d —be +2f +g =0
baza prostora V' i bar 2 koji nisu, pri cemu su sve zavisnosti 2a +2b —c¢ +3d +Te —2f =0
uredene sedmorke vektora definisane sa ovih pet jednakosti: a +b —c +2d +6e —-2f =0
Resenje Dati sistem linearnih veza je ekvivalentan sa slede¢im trougaonim oblikom tog sistema:
a +b +d =0 Zbog je e = 0, e ne moze biti ni u jednoj bazi. Vektori d, f, g su
—2b +g =0 dovoljni za generisanje prostora V', a linearno su nezavisni jer bi u pro-
—c +d —2f = (0 tivnom postojala bar jos jedna veza medu njima nezavisna od datih, sto
e =0 je suprotno uslovu zadatka da su date sve veze medju vektorima iz A.

Znaci dim(V') = 31 (d, f, g) je jedna baza prostora V. Proverom preostalih kandidata za bazu (svi tro¢lani
podskupovi skupa {a,b,¢,d, f,g}) dobijamo da (a,b,c), (a,b, f), (a,c,d), (a,c, f), (a,¢,q), (a,d, f), (a, f,9),
(b,c,d), (bc, f), (b,d, f), (c,d,g), (¢, [, 9), (d,[,g) jesu baze, a (a,b,d), (a,b,9), (a,d,g), (b,c,9), (b,d,g),
(b, f,9), (¢,d, f) nisu baze prostora V.

Neka su linearne transformacije f i g definisane sa jednakostima f(z1,z9) = (21 + 2x9, 21 + 3x2) i
g(x1,29) = (221 — 29,211 + T9). 1) Po definiciji kompozicije o odrediti (f o g)(z1,x2) = f(g(x1, z2)).
2) Napisati matrice My i M, koje su odgovarajuée redom linearnim transformacijama f i g.

3) Izracunati proizvod M- M,. 4) Napisati linearnu transformaciju h(z1, z2) kojoj odgovara matrica M- M,.
5) Dalije h= fogtj. dalije (Vay,22 € R) h(xy,22) = (f 0 g)(x1,22)? 6) Naci ]\4;1 i M, ' 7) Nadi f~1i
g ' 8) Dalisu fig izomorfizmi? ReSenje:

1) (fog)(z1,me) = fg(x1,22)) = f(221 — 29,221 + 2) = (2:1:1 — Ty + 2(221 + 22), 221 — 22 + 3(221 + .:EQ)),

tj. (fog)(z1,20) = (611 + 29,871 + 275)  2) Mf:[l 2],Mg:[2 _111 3) Mf'Mg:|:6 1

1 3 2 8 2
4) h = (6 125, 8 2 5) DA 6) M;:! = 3 2 M1=1 11
) h(z1,22) = (621 + 122, 821 + 21) ) ) Tl 211 9 — 4| _92 9

) N zy) =B —2y,—z+y)ig z,y) = 1(x+y,—2z +2y) 8) Da, jer je det My # 01 det My # 0

8. Neka je 1 = (1,2,2) vektor normalan na ravan « i neka se proizvoljni slobodni vektor ¥ = (x,y,z) € V
funkcijom f preslikava u vektor f(#) = X% (x je vektorski proizvod). a) Dokazati da za svako k € N funkcije

|7i]

fe(x)=(fofo...of) (@)= f(f(...(f(Z))...)) su linearne transformacije i napisati njihove matrice.
h\k,_/ \qk,—/

b) Da li je ({fx|k € N}, 0) grupa? c) Da li je f; funkcija koja svaki slobodni vektor projektuje na ravan o?

Resenje

a) Kako je f(z,y,2) = "‘Tf‘x = (—2y+2z20— 1z, —22+1y), sledi da [ jeste linearna transformacija

jer komponente od (—%y + %z, %x — %z, —%a: + %y) su linearne funkcije promenjljivih z,y, 2 bez slobodnih

¢lanova. Kako je kompozicija linearnih transformacija uvek linearna transformacija (teorema iz knjige), sledi

da su sve funkcije fi linearne transformacije.

Matrice tih linearnih transformacija su redom:

0 -2 2 8 2 2 0 -2 2
B=1i| 2 o0 -1|,B=t| 2 5 4|,B=-1| 2 0 -1|=-B B'=-B,
2 1 0 2 4 -5 2 1 0

B’ = B, ... pa je dalje otevidno da je (B**+1 B#+2 pik+t3 Bk — (B B2 —B,—B?) za svako k € N,
b) Pisanjem Kejlijeve tablice za ({B, B%, —B, —B?},-) sledi da to jeste ciklicka gupa pa je i komutativna.
c) Na osnovu definicije vektorskog proizvoda lako se geometrijski uocava da funkcija f; jeste projektovanje

proizvoljnog slobodnog vektora na ravan «. Moze se proveriti i matricnim racunom. Poznato je da —— je
n'n



. . . . - T . . - .
matrica koja vektore projektuje na pravac vektora 7, a [ — ™ na ravan «, koja je normalna na 7, gde je

nnT

i=(1,2,2) = [122]" =n (Vidi u knjizi R.D. od 2011 godine 16.11, 16.18, 16.19) i sledi B* = I — —
n'n’

Ako posmatramo u prostoru (R R, +, ), tada pomenuta prava i ravan o normalna na nju moraju da prolaze
kroz koordinatni poceta, a ako se desava u prostoru slobodnih vektora, tada ne mora.

9. Za linearnu transformaciju f : R — R? je poznato da je f(1,2) = (=1,3) i f(1,1) = (2, —6).

(a) Izracunati f(x,y) i matricu M linearne transformacije f.

(b) Odrediti rang linearne transformacije f. (c) Ispitati da li postoji inverzna linearna transformacija f~!.
(d) Napisati jednacinu skupa tacaka f(R?) = {f(z,v) | (z,y) € R?} i dati geometrijsku interpretaciju toga
skupa. ResSenje Kako je

a + B = =z a=—x+y

(z,y) = a(1,2) + B(1,1) = (a + B, 20 + ) & 2w + F = y & B2r—y sledi f(x,y) =

F((2+9)12) + @ = p(11) = (~ +1)f(1,2) + 22 =y f(1,1) = (~2 +y)(~1,3) + (22 ~ y)(2, 6)
. f(x,y) = (50 — 3y, — 15z + 9y), M = { R } ~ { ) } rang(M) = 1 = dim(f(R?)).

Dakle, kako je det(M) = 0, ne postoji inverzna linearna transformacija, a f(R?) je 1-dimenzionalni podprostor
od R?, tj. prava koja sadrzi koordinatni pocetak. Jednacina je (z,y) =t(—1,3),t e R & & =% & y = —3z.

10. Neka je f: R® — R3 linearna transformacija vektorskog prostora uredenih trojki realnih brojeva R? u
samog sebe za koju vazi da je  f(5,—8,—4) = (1,0,0), f(6,—11,—6) = (0,1,0) i

f(—6,12,7) = (0,0,1). a) Napisati vektore (1,0,0),(0,1,0) i (0,0,1) kao linearnu kombinaciju vektora
(5,—8, —4), (6, —11, —6) i (—6,12,7). b) Odrediti f(1,0,0) f(0,1,0) £(0,0,1) . ¢) Odrediti f(z,y,2). d)
Napisati matricu M linearne transformacije f u standardnoj bazi i na¢i njen rang. e) Nac¢i M~ MM j
f~Yz,y, z). ReSenje Resavanjem po «, 3 i~ jednacine (1,0,0) = a(5, —8, —4) + 3(6, —11, —6) +~(—6,12,7)
tj. odgovarajuceg sistema linearnih jednac¢ina ba+ 63 — 6y =1, —8a — 114+ 12y =0, —4a — 65+ 7y =0
dobijamo (1,0,0) = 5(5, —8, —4) — 8(6, —11, —6) — 4(—6, 12, 7). Na isti nacin se dobija

(0,1,0) = 6(5, -8, —4)—11(6, —11, —6)—6(—6,12,7) i (0,0,1) = —6(5, —8, —4)+12(6, —11, —6)+T7(—6, 12, 7).
Sledi £(1,0,0) = f(5(5, -8, —4) — 8(6, =11, —6) — 4(—6,12,7)) =
( 2

£(1,0,0) = 5£(5, —8, —4) — 8f(6, —11, —6) — 4f(—6,12,7) =
f(1,0,0) = 5(1,0,0) — 8(0,1,0) — 4(0,0,1) = (5, =8, —4),
i na isti nac¢in f(0,1,0) = (6,—11,—6) i f(0,0,1) = (—6,12,7). Prema tome matrica M linearne transforma-
5 6 —6
cije f je M = [ -8 —11 12 | i f(x,y,2) = (bx + 6y — 62, —8x — 11y + 122, —4x — 6y + 7z), rangM = 3,
-4 -6 7

M= =M, f~Y(z,y,2) = (52 + 6y — 62, —8x — 11y + 122, —4x — 6y + 72), a kako iz M~ = M sledi M? =1,
to je M2011 (M?)19% M = M. Da li smo bez racunaja odma mogli reéi koliko je matrica M od f.

11. Neka je funkcija f : R® — R? linearna transformacija za koju vazi da je f(5,=-8,—4) = (0,1,1),
£(6,—11,-6) = (3,-1,1), f(—6,12,7) = (3,0,2). (a) Odrediti f(1,0,0), f(0,1,0), £(0,0,1) i odrediti
linearnu transformaciju f(z,y,z). Dokazati da je f jednoznacno odredena i napisati njenu matricu. (b)
Izracunati f(f(w)) za proizvoljno w = (z,y,2) € R®. (c) Dokazati da je skup V = {f(w) | w € R3}
podprostor prostora R? i na¢i njegovu dimenziju. (d) Napisati jednacinu skupa tacaka V.

Resenje a) Matricu M linearne transformacije f u standardnoj bazi (e1, es, €3) dobijamo sledeé¢im ra¢unom.

f( 5 —8 —4 ) = (07 1,1 ) 5f(61) _8f(62> _4f(63) (O’ L1 )
F(O6, —11, —6 )=(3, =1, 1 ) & 6f(er) —11f(en) —6f(63) =3, -1, 1) =
f( _67 127 ) (37 O’ 2 ) —6f(€1) 12f(62) (63) (37 07 2 )
C 5 =8 —4 7 [ fler) (0,1,1) fler) 5 -8 417 (0,1,1)
| 6 —11 —6 fleo) | =1 B, -1,1) | & | flea) | =| 6 —11 —6 3,-1,1) | &
| -6 12 7 f(es) (3,0,2) f(es) -6 12 7 (3,0,2)
[ f(er) (—36,13,—11) fler) = —36e; + 13ey — 1les -36 —51 57
e | flea) | = | (=51,17,-17) | & flex) = —bley +17Tey —17e5 = M =| 13 17 —18
| f(es) (57, —18,20) fles) =  57ey — 18ey + 20es —11 —17 20

Iz ovoga racuna sledi pravilo za racunanje matrice M transformacije f u standardnoj bazi. Ako je:



5 6 —6 0 3 3
A=|-8 —11 12| iB=1|1 -1 0], tadaje MT = (AT)"'-BT tj. |M =B-A"'| Dalje je
4 -6 T 1 12

f(x,y,z) = (=36x — 51y + 57z, 13x + 17y — 182, — 11z — 17y 4+ 202), f(1,0,0) = (36,13, —11),
f(0,1,0) = (=51,17,—17), £(0,0,1) = (57, —18,20). Jedinstvenost transformacije f sledi iz |A| # 0.
6 0 6

b) Iz M2 = | —49 —68 75 |, sledi f(f(x, v, z)) — (61 + 62, —49z — 68y + 75z, —45x — 68y + 792).

—45 —68 79
c) Neka je a,b € V tj. postoje vy, v9 € R? za koje je a = f(v1) i b= f(vy). Sledi aa+ b= af(vy)+Lf(v2) =
flav; + Bvy) € V, §to znaci aa + Bb € V. Dakle, V je potprostor prostora R®. Pri tome je dim(V) =
rangM = 2. d) Iz nezavisnosti vektora f(1,0,0) = (=36,13,—11) i f(0,1,0) = (=51,17,—17) sledi da je
((—36, 13, —11), (=51, 17, —17)) baza prostora V', pa je V- = {«a(—36,13, —11) + 3(—51,17, —17) ‘ a, € R}
tj. ¥ = a(—=36,13,—11) + B(—51,17,—17) je trazena jednacina ravni V.

12. Neka je f : R2 — R? linearna transformacija za koju vazi da je f(e1) = f(1,0) = (a,¢) i f(es) =
f(0,1) = (b,d). a) Naéi f(3,—5) b) Napisati f(z,y) u zavisnosti od z,y,a,b,c,d. c¢) Napisati matricu A
linearne transformacije f i matricu A~! ukoliko postoji. d) Da li je f izomorfizam?

e) Odrediti (o, () za koji je f(a, 8) = (2, —1) u zavisnosti od parametara a, b, ¢ i d (diskusija!).

Resenje. a)f(3,—5) = f(3e1 — bea) = 3f(e1) — 5f(e2) = 3(a,c) — 5(b,d) = (3a — 5b, 3¢ — 5d).

b)Analogno je f(z,y) = (zra+yb,xc+yd)=A - [z y]' c) A= [ Z Z je matrica linearne transformacije f.
Matrica A~ postoji akko je det(A) =ad — bc # 0, i tada je A™! = adibc [ _dc _ab } d) Funkcija f je

izomorfizam akko postoji A™!, tj. akko ad # be. e)Ako je ad # be, tada je f(a,8) = (2,—1) &

2 - 2 2d+b ] .. _ e
caGl=[ Ao 5] -ar | 2] B i a-atio-an

. Neka su ravan « i prava £ odredene sa njihovim jednacinama o : 2z +3y — 32 =01i/(: 7 = 5 = 5.
a) U zavisnosti od koordinata tacke P(u,v,w) izraziti koordinate tacaka S i P’, ako je PP’ paralelno sa
pravom /, a sredina S duzi PP’ pripada ravni «.
b) Dokazati da funkcije f, g : R® — R? koje koordinate tacke P preslikavaju redom u koordinate tacaka S i
P’, jesu linearne transformacije i na¢i matrice A i B tih linearnih transformacija f i g.
c) Napisati matrice A2, A2 B2 B, B2 A(B — I) u obliku ol + 3A za neke realne brojeve «, 3 tj. kao
linearne kombinacije jedini¢éne matrice I i matrice A.
d) Da li ¢ée rezultati pod c) uvek biti isti, bez obzira na razli¢ite izbore ravni a i prave ¢ za koje vazi da je
ant=1{0(0,0,0)}.

=Y — =z

-—u Yy—v  z—w

x
Resenje. a) Neka je n || £ 1 prava n i prolazi kroz tacku P(u,v,w), tada je n : R i t.
Izracunajmo sada prodornu tacku S prave n kroz ravan «. UvrStavanjem parametarskih jednacina prave
n: r=t+u, y=-2t+v i z=—t+w u jednacinu ravni a daje ¢t = 2u+ 3v — 3w, Sto vracanjem

u parametarske jednacine prave n daje trazenu tacku S(3u + 3v — 3w, —4u — 5v + 6w, —2u — 3v + 4w), pa
je f(u,v,w) = (3u + 3v — 3w, —4u — 5v + 6w, —2u — 3v + 4w). Koordinate tacke P’ dobijamo iz formule za
sredinu S duzi PP’ tj. iz 7, = 2y —7,. Tako dobijamo P’'(5u+ 6v — 6w, —8u — 11v + 12w, —4u — 6v + Tw),
pa je g(u,v,w) = (bu + 6v — 6w, —8u — 11v + 12w, —4u — 6v + Tw).

b) Kako su koordinate ta¢aka S i P’ linearne funkcije promenljivih «,v i w bez slobodnih ¢lanova, to su f i
g linearne transformacije. Odavde je oc¢evidno

3 3 -3 5 6 —6 an’ Loo] 1
A=| -4 =5 6|, B=| =8 -1l 12| ilid=T-——=-=1010|-—1=2[23 3],
—2 -3 4 —4 =6 7 T loo ] T

a B=2A—1. Vidi u knjizi R.D. od 2011-te godine 16.11, 16.18, 16.19.

c) A2=A, A=A B?=] B=2A—-1B*®=71iAB-1)=0.

Kako je funkcija f ,kosa projekcija”to je ona o¢evidno idempotentna tj. fo f = f, a kako je funkcija g , kosa
simetrija”to je ona ocevidno involutorna tj. g o g =4 (iq je identicka funkcija).

d) Kako je f idempotentna i g involutorna za bilo koju pravu ¢ i ravan « koje prolaze kroz koordinatni
pocetak, to sledi da je odgovor pod c) uvek isti.



